Potenzial. Entfalten.

Instruktion

Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit von Vektoren
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Linearkombinationen von Vektoren

Beispiele:
0
1 Ermitteln Sie, ob der Vektor | 1 | als Linearkombination von
4
~ 1 ~ 0 ~ 1
a=| 0 |,b=| 1 |(undc=| 1 dargestellt werden kann.
1 1 -1
Ansatz: x=}»1-al+k2~a2+...+7\.n-an
0 1 0 1 () A+A, =0
1 [=A O |[+A,-| 1 |+A,-| 1 (i A,+A, =1

4 1 1 -1 (A, +A, —A, =4



lllllllllllllllllll
. Wachsen.

() A +A,=0
() A, +A,=1
(A +A,—A, =4

(1)

10 110 ] 120 11]0 ] 1012]0
mi{o1 112 |—> wW| o1 1|2 @M= @m|]o11|a1
(1) 1 1 -1/ 4 (1) 01 -2 |14 (111) O 0 3| -3
0 — — —
= das LGS ist eindeutig |6sbar, d.h. der Vektor | 1 | kann als Linearkombination der Vektoren a, b und c dargestellt werden

4

(=1, =-1
(I=A,+A,=1 =i, =2
()=>A,+A,=0 =i =1
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1
2 Prifen Sie, ob es teR gibt, dass der Vektor x=| 1 | eine Linearkombination der
0
\
~ 1 | t—1 ~ t\
Vektoren a=| 0 |,b= 1 undc=| t |ist.
0 1 1}
1 1 t-1 t
1 (=M O |[+A, | 1 |+A,| t
0 0 1
M1 t-1 t|1 M1 t-1 1
mio 1 t|1 |- ]| o 1 t 1
gy 0 1 1]0 g | 0 0 1-t| -1

= fur t#1 lasst sich der Vektor x als Linearkombination der Vektoren a, b und c darstellen
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Lineare Abhangigkeit und Unabhadngigkeit von Vektoren

Definition:

—_—

Die Vektoren a , a,..... , @_heilen linear abhdngig, wenn die Vektorgleichung

2’
7‘1 -a, +7»2 -a2+....+kn -a =0 eine Lésung hat, bei der mindestens eine der Zahlen

A, A ..., A_verschieden von Null ist.

Besitzt diese Vektorgleichung nur die triviale Losung A=A =...=A =0, so heiRen

die Vektoren linear unabhangig.
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Beispiele:
~ 1 ~ -2 . 1
1 Prufen Sie, ob die Vektoren a=| 1 |,b=| 1 |undc=| -2 |linear abhangig sind.
1 -1 -1
1 -2 1 0
Al 1 [+A 1 |+A,| =2 |=| O
1 -1 -1 0
|1 -2 110 ] 1 -2 110 {1 -2 110
{); 1 1 =20 | —> (I 0O 3 3|0 — (I 0O 3 3|0
(1) 1 -1 1|0 (1) 0O 1 -2|0 (1) O 0 3|0

Das lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung und die ist im Falle eines homogenen

Gleichungssystems immer A, = A, = A =0 = die Vektoren a, b und c sind linear unabhingig
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2 Bestimmen Sie den Wert von teR so, dass die Vektoren

1 2 1
a=| 0 |[,b=| 1 |undc=| O |linear unabhangig sind.
2 0 t
1 2 1 0
Al O [+A,-| 1 |[+A,-l O |=| O
2 0 t 0
{1210 {12 1|0 {12
(1) 01 0|0 - (ll) 0 1 0 0 - ()] 0o 1
(1) 2 0 t|O )y | 0 4 t-2]0 my | 0 O

Das LGS hat fiir t # 2 eine eindeutige Losung ‘A, = X, = A =0

—_ -

= die Vektoren a, b und c sind linear unabhéngig, wenn t # 2 gilt

o B
o
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Geometrische Bedeutung der linearen Abhangigkeit

1. Lineare Abhangigkeit von zwei Vektoren: 2. Lineare Abhangigkeit von drei Vektoren:
Zwei Vektoren a und b sind linear abhangig, wenn der Drei Vektoren a,b und c sind linear abhangig, wenn sich
eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors ist. ein Vektor als Linearkombination der anderen Vektoren

darstellen lasst.

a

a -
b &/' a Ebene Ebene
’ k b |
\ 4 2

- ' 4

= ' 4

kollineare Vektoren nicht kollineare Vektoren komplanare Vektoren nicht komplanare Vektoren
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Basis und Dimension eines Vektorraums

Definition:

Jede Menge linear unabhingiger Vektoren, aus denen sich jeder Vektor des Raumes R?
bzw. der Ebene R? erzeugen lasst, bildet eine Basis des R* bzw. des R>.

Folgerung:

Drei bzw. zwei linear unabhéngige Vektoren bilden eine Basis des R*> bzw. des R>.
Jeder weitere Vektor ldsst sich dann als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Die Ebene R’ ist zweidimensional, der Anschauungsraum R? ist dreidimensional.

Die Anzahl der Vektoren einer Basis heillt Dimension.
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Aufgaben:
I O N o1
1 Priifen Sie, ob die Vektoren a=| 1 |,b=| 1 |undc=| -1 | eine Basisdes R? bilden.
3 1 1
1 2 1 0
Al 1 [+A | 1 |[+A,-| -1 |=| O
3 1 1 0
M [12 1]o0 ({1 2 110 M1 2 110
(1) 1 1 -1|0 - () O -1 -21|0 - () O -1 -2|0
gy 31 110 my| 0 -5 =20 gmpy|{ 0 0 8|0

=>das LGS ist eindeutig |dsbar mitA, =A_=A =0 = die Vektoren sind linear unabhéngig => die Vektoren bilden eine Basis des R®
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2 Bestimmen Sie den Wert von keR so, dass die Vektoren

— 1 —
a=| 0 |, b=
1

()
(1)
(1)

2
0
1

und E=
2 k| O
0 1|0
1 0|0

k
1

-

eine Basis des R? bilden.

(1)
(1)
()

1
0
0

2
0
-1

1
—k

0
0

-

(1)
(1)
()

1 2
0 -1
0O O

=> das LGS ist eindeutig I6sbar mit A, =A_ =A_ =0 firallekeR

— die Vektoren bilden fir alle ke R eine Basis des R?

1
—k
1

o
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Koordinatendarstellung eines Vektors bzgl. einer Basis

Beispiel:
~ 1 | 1 ~ 1
Die Vektoren a=| 1 |,b=| 0 |undc=| 1 |bilden eine Basisdes R’.
0 1 1
~ 1
Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors x=| 2 | bezliglich dieser Basis.
3
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M {11 1)1 {1 1 1|1 M1 1 1|1
M| 1o01[{2|—> Mm|o-101|—> Mm|o-1 011
(1) 01 1|3 (111) O 1 1|3 (1) O 0 -1| -4
(I)=A,=4 1
(I=-A =1 =L =-1 —| 2 |=2.a-b+4-c

w

)=2A +A,+A,=1 = =-2

AN 7

= die Koordinaten des Vektors ; bezuglich der Basis lauten (-2/-1/4)

1 0 0
Die Vektoren e, =| 0 |, e =| 1 |unde,=| O |bilden eine Basis des R?
0 0 1

(man nennt diese Basis auch die Standardbasis oder kanonische Basis).

=> die Koordinaten des Vektors X beziiglich der Basis lauten (1[2]3)



